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｢カオスとその周辺｣
量子カオスにおける力学量の時間発展Ⅰ
九工大･情報工 高 橋 公 也
早大･理工 首 藤 啓
量子力学系のカオスの研究では,量子古典対応は重要な問題である｡量子古典対応を考える
とき量子力学系の波動関数を相空間上の表示 (伏見関数な･ど)に書き直して古典力学の確率分
布関数と比較する方法が使われる｡極小波束から出発する時間発展を考えるとき,古典力学的
に可積分な系や トー ラス領域においてはこの対応は,比較的長い時間よい一致 を示す｡しかし
カオス領域においてはかなり短い時間のうちに対応は悪 くなる｡量子古典対応が破れる原因は
波束の引き延 Lと折れたたみにより波動関数が重なりあい,そこに量子干渉が起きるためであ
る｡これまでの研究では,量子古典対応の破れるまでの問題を考えていたが,ここでは量子古
典対応が破れた後の時間発展における トー ラス領域 とカオス領域の波動関数の振舞の違いに
ついて考える｡一般に波動関数の振舞そのものを考えるのは困難であるので力学量の期待値の
時間発展を調べることにする｡ここでは2つの系をあっかう｡可積分系の例として,
H-÷ p2 +÷q2+iq4 方-0･04 (1)
をもちい,初期状態 として期待値が<q>-1･5,<p>-0極′J､波束をとる｡カオス領域をもつ
非可積分系の例として
H-÷ p2-i q2.去 (1+sinwT)q4 克-0･04 伽-0･7 (2)
をもちい,初期状態 として期待値が<q>-0,<p>-Oの極小波束をとる.図1には:,可積分
系における力学量の期待値<q>の時間発展を示す (0≦ t≦3000).図2には<q>のパワース
ペクトルを示す｡図 3は非可積分系における力学量の期待値<(q-<q>)2>の時間発展 を示
すo (Ai-T｡/2(T｡-普 :外力の周期 )の時間間隔で0<t≦ 110T｡)oここで<q,は系
の対称性 と初期値の取 り方により常に0｡非可積分系の時間発展では力学量の期待値は量子古
典対応が破れた後 (この系では約 i≧ 2To)は,非常にランダムな時間変化 を示す｡これに対
し,可積分系の時間発展では力学量の期待値握量子古典対応が破れた後 (この系では約 i≧30)
においてもうなり現象に似たある種の特徴的なパターンを示す｡可積分系でこのような時間変
化を示す理由は,エネルギー固有値や固有関数の性質と初期状態として極小波束を選んだこと
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Fig.1 可積分系における<q>の時間発展
Fig,2 可積分系における<q>のパ ワー スペ クトル
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Fig.3 非可積分系における<(q-<q>)2>の時間
発展｡点の間隔はAt-T./2(T行 雲 ,Q,-0･7)
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により,各スペクトルの間に強い相関が生 じるためと考えられる｡そこで初期状態 として極小
波束を取った可積分系のスペクトルを簡単なモデルを使って特徴づけてみよう｡エネルギー固
有値をEnその固有関数をu n とし,系のパ リティを考慮すると,一般に<q> 払
<q' -=<wnlW.><Folun.2m.1'<un.2m.llqrun'ek'En.2-･1-En)inn
+nzn<un･2m･11Wo><goiun><un恥 n･2m･1>e一紙 +2-･1-En)i (3)
となる｡可積分系なので古典量子化で近似可能である｡初期値として極小波束 を取ったことに
より振幅 と位相の間に特殊な関係が成 り立ち,近似的に次のようにあらわされる｡
Fn+ 2,a+1~En
-(27n+1)a)o )2∞Cくつ
<q>～∑∑e7花=On=0 2((2,a+1)A)2
×(cme意(En+2m･1-En)i+C芸e一差(En･2n･1-En)i)
D(I)
(4)
図2のパワースペク トルは,この近似とよく一致する0 7nを固定すると分散 (27花+1)AQ)をも
-たガウス分布 になり･方-0とすれば, ピークの間隔Dwn～一手(En.2n.1- En)-i (En.2m
-En_1)は,ほぼ一定となる｡さらにこの系の時間発展では7n≧1のスペク トルは小さいため
に時間発展にあまり寄与しない (最初に出てくる小さいうなりのみ )｡そこで,7'1-0の場合
のみ考え,初期条件よりC,a-C芸-Cとおいて,次のモデルを考える｡
(Da'n)2
<q> -C ∑2cos((a)o+Da)n)i)e2日W)2 (5)
CO
n=-∞
ところがこのモデルでは,i-掌 ×整数で完全に初期状態にもどってしまう｡しかし実際の
27E∠J′l■
系では,t=石 ㌃ -71Pは最初の大きなうなりのピークにあたり完全に再帰 していないo従っ
て,このモデルではこの現象を説明できない.そこでスペクトルの間隔が等間隔ではなくn2
にも依存するモデルを考える｡
<q> -2C 望 ｡.S(a,｡T+Da,(n-en2)i)ex｡(⊥7,=-CO
(Da'(a-en2))2
2(Aa')2
) (6)
図4にこのモデルで計算 した振幅の変化を示す (0≦ i_<3000)｡この範囲では実際の系との違
いはほとんどみられない｡ ≠≧5000における実際の系の振幅は,数十秒おきに大きくなった り
小さくなった りするがこの変動はかなりランダムに変化する｡これに対 し,近似計算ではこの
ような振幅の変化の他に一定周期を持ったピークが数周期続 くようなことがある｡これはスペ
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Fig.4 <q>の時間発展のモデル (式(6))の計算結果
ク トルの間隔のずれをEn2の形で入れたためと考えられ るOもLi-DZEZ-のときに次のよう
な関係が成 り立つ とすると,
Da(花｡-eng)芝--2打n｡--2men.2-2万k
2 -k′
eno～ 7TL (7)
n｡のスペク トルの位相は 0になるさらにほかのスペク トルで n箸- zn喜となるスペクトルの
位相 も0となり,このような関係にない他のスペクトルの位相がでたらめでお互いに打ち消し
合 うとするとこの時かな ｡大きな振幅になるoさらに t-£ -+ 完荒 lごとに近似的絹
じ大きさの振幅にな り近似的な周期 う孟 Z硝 -Oすなわち
Dw(花O-enZ)(意 -+豊 )
-27rno7花-27rTnen20+27CZ-2打enoZ (8)
であり,ここで最後の項-2打enoZの誤差を無視すればほぼ周期的になるからである｡特にno
-1のときは他のすべてのスペクトルの位相が0となるので完全に初期状態になる｡図5に近
似的に 6--i-が成 り立ちほぼ再帰している場合を示す｡しかし実際の系では,このような再
7TZ,
帰は起きていない｡これは,再帰が起こる時間ではすでに近似式が成 り立たなくなっているか
らである｡従って, さらに高次の項の近似を考えな'ければならない.しかし, もし方がもっと
Oに近い系であれば再帰が起こるまでの時間まで近似式
が成 り立ち実際に再帰現象がみられるはずである｡量子
力学の時間発展はすべて準周期的である.従って近似的
な再帰現象は必ず起こる｡しかし可積分系ではそのよう
な再帰現象が普通に考えられているよりも短い時間 (0
(i2" で起きると考えられる｡
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Fig.5 モデル(式(6))でみ られる
<q>の再帰現象｡
